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!.Introduzione 

l 

In questo articolo si intende approfondire la metodologia bargaining per la selezione 

del portafoglio ottimo proposta da Bassetti - Torricelli [3]. Oltre alla verifica 

quantitativa del modello bargaining lo stesso schema decisionale è stato applicato 

considerando funzioni di utilità differenti e nell'ipotesi di scelta di un portafoglio 

ottimo in un mercato che considera anche titoli a rischio nullo. 

L'approccio bargaining viene utilizzato in ragione della "doppia" natura 

dell'investitore, attratto da investimenti ad alto rendimento (e alto rischio) e viceversa 

incline ad un atteggiamento più prudenziale verso titoli a basso rischio ( e basso 

rendimento). 

La prima parte di questo lavoro svolge un'analisi numerica nel caso di un mercato con 

due soli titoli sia nell'ipotesi di un investitore "tipico" posizionato su valori estremi 

della frontiera efficiente, sia in quella di investitori che si distinguono restringendo 

l' intervallo accettabile di variazione del rischio. L'analisi di un mercato a due soli 

titoli è condotta utilizzando le funzioni di utilità media-varianza di Farrar [5] come in 

[3] e, in alternativa, le funzioni proposte da Ingersoll [6] . 

Nella seconda parte si considera un mercato che offre all'investitore possibilità di 

scelta tra portafogli composti da n titoli .Nel caso studiato empiricamente , si è preso in 

considerazione un mercato di 12 possibili titoli in cui sono ammesse vendite allo 

scoperto. 



2 

La terza ed ultima parte analizza il comportamento dell'investitore nell'ipotesi di un 

mercato che offre titoli a rischio nullo oltre ai portafogli "rischiosi" già studiati nei casi 

precedenti. 

2. La metodologia bargaining 

L'investitore, di fronte alla scelta del portafoglio ottimo, è combattuto tra due opposte 

tendenze. Da una parte è attratto da un portafoglio caratterizzato da un rendimento 

medio elevato (ma avente un alto livello di rischio) e dall'altra tende a contenere il 

rischio investendo in un portafoglio a basso rendimento. 

Se le due opposte personalità che coesistono nell'investitore individuano due differenti 

·portafogli desiderati la determinazione del portafoglio ottimo è il risultato della 

. mediazione, e quindi di un accordo, tra le due opposte tendenze. 

Tale compromesso , e quindi il portafoglio ottimo , è determinato da una sequenza di 

concessioni reciproche , in termini di rischio e rendimento, tra le due opposte 

personalità che identificano i due giocatori di un gioco bargaining. 

L'approccio presentato permett~::, pur factlluv riferimento alla teoria media -varianza 

per la selezione del portafoglio, di determinare il coefficiente di avversione al rischio in 

modo endogeno. 

Le variabili che caratterizzano ciascun titolo, e quindi ciascun portafoglio , sono il 

valore atteso e la varianza del rendimento dove quest'ultima è intesa come misura della 

rischiosità dell'investimento. 

L'insieme delle alternative di scelta dei due giocatori è dato , nel piano media varianza, 

dalla frontiera efficiente e cioè dall'insieme dei portafogli a varianza minima 

determinabili dati n titoli. 

Le funzioni di utilità , funzioni che soddisfano gli assiomi di Von Neumann e 

Morgenstern sono funzioni media-varianza del tipo: 

U(p) = E(p) -1/2Acr2 (p) 

dove p è il rendimento del portafoglio P. 

A è coefficiente di avversione al rischio: per ipotesi l'investitore è avverso al rischio 

( A è positivo) e le funzioni di utilità sono funzioni convesse. 
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Nella teoria media varianza di Markowitz il parametro di avversione al rischio è stimato 

empiricamente e il portafoglio ottimo è individuato imponendo la condizione di 

tangenza tra le curve di isoutilità dell'investitore 

E(p) -l/2A.az (p) - U. = O 
l l 

e la frontiera efficiente.L'investimento ottimo dipende quindi dal valore stimato di A. 

La difficoltà sta nell'operare una stima "personalizzata" e "attendibile" del coefficiente 

di avversione al rischio. 

La metodologia bargaining presentata da Bassetti-Torricelli consente di determinare A 

-come output del modello. 

Le due personalità dell'investitore "schizofrenico" identificano due giocatori aventi 

funzioni di utilità: 

ul (X, y) = y- 1!2Atxz 

con E(p) = y 

Il giocatore distinto dall'indice l è il maggiormente avverso al rischio: A1 > Az 
I giocatori l e 2 determinano sulla frontiera efficiente , quindi nello spazio delle 

alternative, gli investimenti desiderati: 

C( xc , y c ) e D( x D , y D ) 

con Xc< x D e y c < y D 

I coefficienti di avversione al rischio A 1 e Az sono ricavati imponendo la tangenza tra 

le curve di isoutilità: 

y -l/2Axz - U = O (i= 1,2) 

e la frontiera efficiente rispettivamente in C e D. 
Dati A 1 e Az attraverso le funzioni di utilità trasformiamo l'insieme dei portafogli 

ammissibili nell'insieme bargaining snello spazio ul x Uz. 
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La soluzione bargaining di Nash in S è il punto B* tale che 

Tramite la trasformazione inversa ui-1 (.)risaliamo al portafoglio P* (x*, y*) sulla 

frontiera efficiente. 

Tale portafoglio rappresenta il portafoglio ottimo per un investitore combattuto tra la 

volontà di assicurarsi il rendimento del portafoglio D e l'atteggiamento più prudente di 

investire nel portafoglio C. 

L'investitore che quindi si distingue individuando un intervallo accettabile di 

.variazione del rischio [xc ; x0 ] ha un coefficiente di avversione al rischio A* 

. determinato imponendo la tangenza tra le curve di isoutilità 

y -l/2Ax2 
- U = O 

e la frontiera efficiente m P* (x* ; y*). 

3.Determinazione di un portafoglio ottimo nel caso di due soli titoli. 

Un a prima verifica empirica della metodologia presentata fa riferimento ai portafogli 

costituiti da due soli titoli A e B con 

Indicando conzA la quota del titolo A presente nel portafoglio P: 

rappresentano media e varianza del rendimento del portafoglio P. 

Nel piano scarto quadratico medio-media l'insieme dei portafogli composti dai titoli A 

e B é dato dall'equazione: 



Se: 
A=ITALGAS 

B = ZUCCHI 

rAB = 0,43 

XA = 1,02 

XB = 6,42 

y A= 0,98 

y8 = 3,45 

5 

( I dati si riferiscono al rendimento medio mensile e alla varianza del rendimento nel 

periodo gennaio 87-luglio 90) 

L'equazione della frontiera efficiente è: 

-6,1x2 - 1,04 (y- 3,45)2 - 41,22 (0,98- y)2 - 5,63 (3,45- y)(y- 0,98) =O 

uL---------~--------~--------~--------~----------~--------~--------~ 

figura l Frontiera Efficiente 

Poichè l'indice di correlazione tra i due titoli è strettamente maggiore di zero, il 

portafoglio a varianza minima corrisponde al portafoglio costituito dal solo titolo A e 

l'insieme rappresentato è un insieme efficiente. 

Il caso di due soli titoli sarà analizzato considerando le due differenti ipotesi 

individuate in [3]. 

3.1 

Le opposte personalità dell'investitore, che viene indicato come investitore tipico, 

collocano le proprie preferenze sugli estremi della frontiera efficiente. 
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Il primo giocatore, cioé la personalità maggiormente avversa al rischio, ha il proprio 

ottimo nel punto A (1,02;0,98) (e cioè desidera investire nel solo titolo A e il secondo 

giocatore nel punto B (6,42; 3,45). 

Date le mappe di isoutilità 

':1'. ( x, y) = y - 1/2 Ax2 - U. = O 
l l l 

i coefficienti di avversione al rischio A 1 e A 2 dei due giocatori si ricavano imponendo 

la tangenza tra la frontiera efficiente e le curve di isoutilità rispettivamente in A e B: 

<I>' x ':P' .x 
l 

--= 

<I>' x x(y A- Ys )2 

Da cui 

= 1,3912 

= 0,0643 

Le curve di isoutilità tangenti in A e B sono: 

y = 0,695 x2 + 0,2569 



y = 0,0321 x2 + 2,1269 

figura 2. Curve di isOut.Ìlità"ùih&~nti. 

Date le funzioni di utilità dei due giocatori 

ul (x, y) = y- 0,695x2 

u2 (x, y) = y- 0,0321x2 

7 

.. " 

si determina l'insieme cooperativo trasformando i punti dell'insieme <D (x,y) = O m 

punti del piano ul x u2 

figura 3. Insieme cooperativo 
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L'insieme massimale congiunto o bargaining set S è determinato scartando l'insieme 

negativo (il secondo giocatore non accetterà un accordo se l'utilità corrispondente sarà 

negativa e cioé minore dell'utilità conseguibile in caso di conflitto, utilità per ipotesi 

nulla) e applicando la trasformazione lineare 

u 2 · = U2 - o,95 

tale che 

T ( utmax, U2) = ( utmax, O) 

La soluzione bargaining di Nash sull'insieme S è 

. B* ( 0,18; 0,13) 

--=-------~------~---------~------~------~u------~-=-------~ 

figura 4. Bargaining set 

con U 1* x U2* = max U 1 x U
2

' in S 

Il portafoglio P* corrispondente ai livelli utilità (U 1 * ;U
2
'*) è 

P* (1,17; 1,12) 
con ZA = 0,898 ZB=0,102 

Se P* è il portafoglio ottimo dell'investitore tipico , il suo coefficiente di avversione al 

rischio si determina , come output del modello, imponendo la tangenza tra la mappa 

delle curve di isoutilità dell'investitore 

\f' ( x, y) = y - l/2 Ax2 - U =O 

e la frontiera efficiente in P*: 



A*= 0,6413 

La curva di utilità tangente è 

y = 0,3206 x2 + 0,6811 

Ut ita' max primo giocatore 

P C.Ytafo gl io atti m o 
r·(1,17,1,12) 

figura 5. Portafoglio ottimo 

3.2 

Utilita' max seoollÒ:> ~ocatore 

B(6,42;3,45) 
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L'investitore, data la frontiera efficiente , è combattuto tra due opposte tendenze che lo 

portano a desiderare due distinti portafogli appartenenti alla frontiera efficiente M e N. 

L'investitore individua così un intervallo accettabile di rischio all'interno del quale , 

attraverso un processo di contrattazione, si determina il portafoglio ottimo. 

Sia M (2,23 ; 1,68) il portafoglio desiderato dalla personalità più avversa al rischio 
(zA CM)= 0,7165 ; z80--f) = 0,2835 ) e N (5,29 ; 2,98) dalla meno avversa 

(zA (N)= 0,1902; z8CJ-') = 0,8098 ). 

Imponendo 

<D'x \f'.x 
l 

--= 

rispettivamente in M e N ricaviamo i coefficienti di avversione al rischio dei due 

giocatori: 
A1 = 0,203 

A2 = 0,0785 



Le curve di isoutilità dei due giocatori tangenti in M e N sono: 

y = 0,1015 x2 + l, 1752 

y = 0,0392 x2 + 1,8830 

figura 6. Frontiera efficiente e ~urve di i~-:: ._jtà tangenti 

Date le funzioni di utilità 

U 1 (x, y) = y- O, 1015 x2 

u2 (x, y) = y- 0,0392 x2 

l o 

" 

e l'insieme <l>(x,y) = O determinano nel piano U 
1 

x U2 l'insieme delle alternative di 

cooperaz10ne. 

figura 7. Insieme cooperativo 

L'insieme massimale congiunto o bargaining set si ricava dalle trasformazioni lineari: 

" 



U1 ·= U
1 

-0,14 

u 2 ' = u 2 - l ,48 

l l 

che permettano di escludere dall'insieme di cooperazione i punti strettamente dominati. 

La soluzione Nash su S è 

o~ r---------------------------------~------------------------------------

0,4 r=-------------
B* (0,81 ;0,29) 

o;z. 

0,1 

o o;z. 0,4 0,6 

figura 8. Bargaining set 
con U

1
'* x U

2
'* = max U

1
' x U

2
' in S. 

Il portafoglio ottimo è 

P* ( 3,61; 2,28) 

conzA • = 0,4736 e z8 * = 0,5263 

Imponendo la tangenza in P* delle curve di isoutilità dell'investitore si determina 

A*= 0,1173 

La curva tangente in P* è 



l 2 

y = 0,0586 x2 + 1,5155 

5 ,-------------------------------------~------------------------------------, 

Utilita' max ~econdo giocatore 

N (5,29;2,98) 

Portafoglio ottimo 
P* (3,61;2,28) 

Utilita' max primo giocatore 

M (2,23;1,68) 

o L_ __________ ~ __________ _J ____________ L_ __________ _L __________ _J ____________ ~ 

2 6 10 12 

figura 9. Portafoglio ottimo 

3.3 

Nell' analisi precedente sono stati utilizzate le funzioni di utilità di Farrar [5] seguendo 

quanto è stato esposto in [3] .Tali funzioni di utilità media-varianza sono state 

criticate,tra gli altri, da Adelson, Schoner,Ingersoll .Questi hanno individuato come 

corrette funzioni di utilità : 

Lo stesso caso di due titoli A e B analizzato in 3.2 sarà ora studiato utilizzando queste 

differenti funzioni di utilità media- varianza. 

Date le mappe di isoutilità dei due giocatori: 
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i coefficienti di avversione al rischio Ai e A2 si ricavano imponendo la tangenza tra 

frontiera efficiente e le curve di isoutilità : 

<I>'x r·.x 
l 

= ---
<I>'y r·.x 

l 

da cui 

r.x A.y 
l l 

= ---
r.x l- Aiy 

l 

Se M (2,23 ; 1,68) e N (5,29 ; 2,98) sono ancora portafogli desiderati 

rispettivamente dai due giocatori allora: 

A 1 = 0,1513 

A 2 = 0,0636 

Le curve di isoutilità tangenti in M e N sono 

y- 0,07568 ( x2 + y2)- 1,09005 =O 

y- 0,0318 ( x2 + y2)- 1,808 =O 

figura 9. Curve di isoutilità tangenti nel pìano ( y; x ) 

l 



Data la frontiera efficiente e le funzioni di utilità : 

U 1 (x, y) = y- 0,07568 ( x2 + y2) 

u2 (x, y) = y- 0,0318 ( x2 + y2) 

Determiniamo nel piano Ui x U2' insieme delle alternative di cooperazione. 

Y~---------L----------~--------~--------~ 

figura 10. Insieme di cooperazione 

Tramite le trasformazioni lineari: 

U 
1

. = U 
1 

- O, 19 

u2 ·= u2 - 1,43 

l 4 

si ricava l'insieme massimale congiunto o bargaìning set S. Le soluzione Nash 

cooperativa sull'insieme S è 
B* (U

1
' *,U

2
'*) = (0,64; 0,30) 

=-=====----- s· (O,&<;o,JO) 

figua ll.Bargaining set 



che è il trasformato nel piano delle utilità del punto: 

P* (3,85 ; 2,38) 

con ZA = 0,4331 ZB = 0,5669 

Il coefficiente di avversione al rischio dell'investitore è 

A*= 0,0906 

e la curva di isoutilità tangente in P* è 

y- 0,0453 ( x2 + y2)- 1,4519 =O 

figura 12. Il portafoglio ottimo nel piano (y ; x) 

4. Determinazione del portafoglio ottimo nel caso di n titoli 

l 5 

In questo paragrafo si intende applicare la metodologia bargaining ai portafogli 

costituiti da n= 12 titoli. 

Se z è il vettore delle quote degli n titoli costituenti il portafoglio P: 
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Dove E 
1 

è il vettore dei rendimenti medi degli n titoli 
n x 

V è la matrice di 
nxn 

varianza covarianza dei rendimenti. 

Nel piano media-scarto quadratico medio, l'insieme dei portafogli a varianza minima è 

rappresentato dall'equazione: 

F( x, y) = 

dove 

a= ETV-1E 

b= ETv-1 s 

c= sTv-1 s 

2 
x 

l/c 

con sn x l vettore somma. 

(y- b/c )2 

La frontiera efficiente è data dalla 

F( x, y ) = O per y > b/c 

Il vettore delle quote z è 

l 

[( cy*- b) V-1 E+ (a-b y*)V-1 S] 

ac- b2 

l= o 

considerando i 12 titoli analizzati: (Gemina,Ifil, Unicem,Grassetto, Cogefar, 

B.Lariano, Itamgas, Eridania, Zucchi, Sirti, Stet risp.) 

0,41 
1,8 71,91 64,51 29,34 22,11 39,18 42,99 35,92 2,85 35,07 27,22 38,24 37,77 

0,76 64,51 97,61 44,64 32,00 52,56 46,56 41,85 5,44 42,97 32,98 48,54 53,79 
1,13 29,34 44,64 49,84 23,43 24.71 21,17 18,94 2,74 27,18 18,13 29,46 22,96 
0,42 22,11 32,00 23,43 62,41 23,23 24,25 2f3,77 1,61 27,60 21,81 23,39 22,34 
1,51 39,18 52,56 24,71 23,23 49,00 33,49 25,70 3,50 27,95 21,12 31,09 34,15 

E 1,58 v 42,99 46,56 21,17 24,25 33,49 50,98 37,30 2,62 2f3,98 24,75 25,95 32,31 
0,98 35,92 41,85 18,94 2f3,77 25,70 37,30 49,84 2,09 28,69 19,04 25,66 2f3,45 
2,03 2,85 5,44 2,74 1,61 3,50 2,62 2,09 1,04 2,98 2,82 3,50 2,60 
3,45 35,07 42,97 27,18 27,60 27,95 26,98 28,69 2,98 50,84 23,35 29,27 28,23 
2,25 27,22 32,98 18,13 21,81 21,12 24,75 19,04 2,62 23,35 41,22 21,60 20,88 
0,88 38,24 48,54 29,46 23,39 31,09 25,95 25,66 3,50 29,27 21,60 45,29 28,55 

37,77 53,79 22,96 22,34 34,15 32,31 2f3,45 2,60 28,23 20,88 28,55 49,98 

Comi t, 



a= 1,3413 b = 1,1427 c= 1,5058 

La frontiera efficiente è 

F( x, y) =x- 2,10917 (y- 0,75889)2 -0,66407 per x> 0,814905 

Data la mappa delle curve di isoutilità dei due giocatori 

'l'.( x, y) = y- 1/2A- 'I'. 
l l l 

l 7 

I coefficienti di awersione al rischio sono determinati dalla condizione di tangenza: 

Fx 'I''.x 
l 

l 
A=--------------

1 

2,10917 y- 1,60062 

Ipotizziamo che i punti di ottimo desiderati rispettivamente dal giocatore l , più 

awerso al rischio e dal giocatore 2, siano rispettivamente 

Q (2,23; 2, 18) 

R (5,29 ; 4,35) 

Imponendo la tangenza in Q e R determiniamo 

A 1= 0,3317 

A2=0,1317 

Le equazioni delle curve di isoutilità tangenti in Q e R sono 



y = 0,1658 x2 + 1,3634 

y = 0,0656 x2 + 2,5146 

figure 13. frontiera efficiente c curve cii ~-'vudlità 

Date le funzioni cii utilità 

U 1( x, y) = y- 0,1658 x2 

U 2 ( x, y) = y- 0,0656 x2 

l 8 

determiniamo l'immagine, nel piano U
1 

x U2, dell'insieme delle alternative F(x,y) =O 

"r 
"r 

figura 14. Insieme delle alternative di cooperazione 

Il bargaining set si determina data la trasformazione 



La soluzione N ash in S è 

B* (1,02 ; 0,46) 

l 9 

0,7 .------------,.----------------------------

B* (1 ,02;0,46) 

-01 L_ __________ L_ ______ _ 

• -0,5 o 

figura 15. 

è il trasformato nel piano delle utilità del punto 

P* (3,61 ; 3,18). 

0,5 

Il coefficiente di avversione al rischio dell'investitore è A*= 0,1958 e la curva di 

isoutilità tangente è 

y = 0,0979 x2 + 1,9038 

~ Portafoglio ottimo 

P*(3.61 ;3,18) 

figura 16. Portafoglio ottimo 

lO " 
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S.Determinazione del portafoglio ottimo in presenza di titoli a rischio 

nullo 

La parte conclusiva del lavoro analizza le decisioni di investimento nell'ipotesi di un 

mercato che offre oltre ai titoli "rischiosi" anche un titolo a rischio nullo. 

All'insieme delle alternative rappresentato dalla frontiera efficiente si aggiuge un titolo 

risk-free. 

Data tale ipotesi l'investitore investe parte della propria ricchezza nel titolo a rischio 

nullo e parte nel portafoglio di mercato (two fund separation). Il portafoglio di mercato 

PM (xPM ; YpM) 

è determinato imponendo la tangenza tra la frontiera efficiente e la retta passante per 

RF (O; YRF) 

dove RF rappresenta, nel piano scarto quadratico medio- media, il titolo a rischio 

nullo. 

L'insieme efficiente delle alternative di scelta è ora rappresentato dalla retta tangente 

per O<x< xPM e dalla frontiera efficiente per x>xp~: 

Nell'ipotesi in cui l'investitore possa indebitarsi allo stesso tasso del titolo a rischio 

nullo l'insieme delle alternative è rappresentato dalla retta anche per valori di x 

superiori a xPM .Nel caso di portafoglio ad n titoli, data la frontiera efficiente: 

x2- h (y ; k )2 - j =O= F(x,y) 

l l 

con h=- k = b/c J =l/c 
c ac- bZ 

c2 

la retta passante per RF (0; yRF) e tangente alla F(x,y) =O per x> O è 



Y- Yo = 
x 

! 2L:..J 
h 

2 l 

x 

Data l'equazione della retta, e determinato il punto di tangenza tra la retta e la frontiera 

che corrisponde al portafoglio di mercato , la metodologia bargaining consente di 

determinare l'investimento ottimo. 

Individuando gli investimenti ottimi dei due giocatori nel nuovo insieme efficiente e 

date le funzioni di utilità , si ricava nel piano U 1 x U 2 il bargaining se t. 

L soluzione Nash individua il portafoglio ottimo come accordo tra le due opposte 

_tendenze che coesistono nell'investitore e A è ancora un output del modello. 

Analizzando tale ipotesi in riferimento ad un mercato che offre 12 titoli e un titolo a 

rischio nullo con yRF = 0,975. (si sono considerati i rendimenti mensili dei BOT tra 

Gennaio 1987 - Luglio 1990 ) 

Data la frontiera 

x2 = 2,10917 [ y- 0,75889] - 0,66407 

, : x2 - 0,66407 
:l 

y~~~-----
11 

+ 0,75889 

~ 2,10917 

e RF ( O; 0,97) 

Non esiste alcuna retta tangente alla frontiera efficiente. In particolare se: 

y D = ( -0,5258 x2 -0,3148) + 0,75889 

x2 - 0,66407 

2,10917 

Si verifica che non esiste alcuna retta tangente alla frontiera efficiente per valori 
posti vi di y D . 

N el caso analizzato si può quindi concludere che l'insieme dei portafogli "rischiosi", 
rappresentato dalla frontiera resta un insieme efficiente anche nell'ipotesi in cui venga 
offerto un titolo a rischio nullo. 
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