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ABSTRACT. In questo lavoro, dopo una rassegna critica di alcuni metodi usati per ordinare
numeri fuzzy, si propone una estensione per poter affinare le proprieta dei suddetti metodi e
se ne illustrano i vantaggi in contesti operativi poco o per nulla trattati in letteratura.

1. Introduction.

L’applicabilita della logica fuzzy a modelli reali in cui siano presenti incertezze e sfu-
mature di varia natura & stata piu volte dimostrata ed enfatizzata. In particolare, la
letteratura si & ampiamente occupata del problema di dare una struttura di ordinamento
ad un insieme di numeri fuzzy, ognuno dei quali rappresnti una alternativa all’interno di
un problema di decisione. Noi tratteremo in particolare il problema dell’ordinamento di
numeri fuzzy triangolari: un numero fuzzy triangolare A & un sottoinsieme di R? del tipo

A= {(Z,XA(Z)) A [CLl,CLS]}a

dove x4 viene chiamata la funzione caratteristica di A, definita su Rg' , dalla seguente
forma:

(0, 0<z<ay;
zZ — ai
agz = ay
Z‘:

xaz) =9 J_,.
—, az < z < ag;
a2 — a3
\07 ZZCLg,

con 0 < a1 < ag < as. Il valore ag viene detto valore centrale di A o anche picco di A. Piu
semplicemente, si identifichera un numero fuzzy triangolare con la tripletta (a1, as,as).
La funzione caratteristica di A si puo interpretare come il grado di attendibilita ( rispetto
al particolare significato che il numero fuzzy A di volta in volta assume) di ciascun valore
compreso tra aj e ag. Agli estremi tale grado e sempre zero, mentre il picco ha sempre
grado massimo uguale a uno.
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Nella sezione 2, presentiamo una rassegna critica di alcuni dei principali metodi trattati
in letteratura per 'ordinamento di numeri fuzzy.

Nella sezione 3, proponiamo una estensione di alcuni dei metodi precedentemente illu-
strati con I'obiettivo non secondario di una immediata interpretazione, anche in relazione
al contesto applicativo mostrato.

Infine, nell’ultima sezione, presentiamo una applicazione originale del metodo proposto,
con l’intento di allargare le rigidita di metodi classici non fuzzy alle prese con lo stesso
problema.

2. Rassegna di metodi generali per 'ordinamento di numeri fuzzy

Il problema che ora ci accingiamo a trattare & quello dell’ordinamento di numeri fuzzy,
in breve FN. L’importanza di tale questione risiede nel fatto che i FN rappresentano
in generale DIVERSE OPZIONI all’interno di un problema di scelta e dunque il loro
ordinamento costituisce una procedura di decisione.

Uno dei metodi fondamentali che si trovano in letteratura si basa sulla costruzione di
una cosiddetta ”ranking function”, ossia di una funzione f : F — R, ove F & linsieme
dei FN disponibili, che associa ad ogni FN un numero reale. In modo naturale, riusciamo
cosi a costruire una relazione di equivalenza ed una di ordine su F, ossia, dati A, B € F,
diremo che A ¢ indifferente a B, in simboli A ~ B, se f(A) = f(B), mentre diremo che A
e preferito a B, in simboli 4 = B, se f(A) > f(B).

I primi esempi di ranking functions, in breve RF, sono forniti da Yager, Chang, Adamo,
Kaufman-Gupta ed altri (anni 80), successivamente ripresi da Gonzalez-Vila e Campos-
Gongzalez (anni 90), con estensione dell’insieme di arrivo da R a R™ e quindi anche del
concetto di ordine (da ordine forte a debole). In generale si pud osservare come nei primi
lavori apparsi la tendenza sia quella di costruire delle RF piuttosto rigide, non dipendenti
da alcun parametro variabile, attraverso le quali il decisore non ha alcuna opportunita
di apportare modifiche personali al tipo di ordinamento generato. Inoltre, tali studi sono
quasi sempre affrontati da un punto di vista puramente matematico, prescindendo comple-
tamente dalle possibili applicazioni. Infine, la questione della conflittualita tra diverse RF
non e praticamente mai esplicitamente esaminata. Alcuni di questi difetti sono stati rile-
vati in un bell’articolo di rassegna di Bortolan-Degani (1985), nel quale, forse per la prima
volta, si evidenziano casi ”patologici” di indifferenza fra diversi FN che sono conseguenti
a particolari scelte di RF.

La consapevolezza dell’importanza di sciogliere l'indifferenza, almeno parzialmente,
all’interno di classi molto consistenti di FN equivalenti, & pienamente manifestata nei
lavori di Gonzalez-Vila e Campos-Gonzalez, 1 quali cercano di ovviare a questo problema
sostanzialmente allargando 'insieme dei valori di ordinamento a R™ e introducendo una
nozione di ordine debole o lessicografico. Applicando tale approccio alla classe dei piu
semplici FN, ossia i triangolari, in breve FTN, & sufficiente passare da R a R? per potere
sciogliere una vastissima casistica di FTN equivalenti. Anche in questo caso, comunque,
lordinamento determinato prescinde totalmente da ogni possibile "significato” dei trian-
goli, legato ad una qualche applicazione decisionale.
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Soffermandoci sulla classe dei FTN, possiamo suddividere le suddette RF in due cate-
gorie: quelle del primo tipo (Yager, per intenderci) sono una combinazione lineare dei
termini a1, ag, a3, mentre quelle del secondo tipo (ad esempio, Gonzalez) sono una combi-
nazione convessa degli estremi del triangolo ad un qualche livello « € [0, 1] della funzione
di appartenenza. Il nostro prossimo obiettivo sara quello di proporre un nuovo tipo di
RF che contemporaneamente soddisfi alla richiesta di generalizzare le succitate RF del
primo e secondo tipo e assuma un chiaro significato interpretativo, in relazione al contesto
operativo in cui & calata.

3. Nuova proposta di ordinamento.
La forma generale della RF proposta su FTN ¢ del tipo
©(A) = p(az,z,y) = a2 + Az, v),

ove x = ag—ao, ¥y = ag—aj € A & una funzione a due variabili definita nel primo quadrante
di R?.

A seconda del contesto in cui ci troviamo, possiamo preferire i triangoli pitt ”a destra”
sull’asse reale, cioe per ai, as, ag — 00 0, viceversa, i triangoli pit a ”sinistra” sull’asse
reale, cioé per aj, ag, ag — —oo. Nel primo caso, richiederemo che la funzione A sia
crescente in z e decrescente in y, mentre nel secondo caso, all’opposto, che A sia decrescente
in z e crescente in y.

Con ipotesi di regolarita sulla funzione A, il principio che a triangoli tendenti a infinito
la ¢ sia crescente si traduce, nel primo caso, in una condizione sulle derivate del tipo

1= 2(z,y) + Ay(z,y) >0 (3.1)

e analogamente nel secondo caso.
Supponendo, d’ora in avanti, di considerare solo il primo caso, con la scelta pit semplice
della funzione A, ossia
A=pr—vy,

la ¢ proposta si riduce ad una RF definita nella precedente sezione come del primo tipo,
in forma scalare, e del secondo tipo, in forma vettoriale, mentre w,r sono parametri
appartenenti a R lasciati alla scelta del decisore, con I'unico vincolo dettato dalla (3.1),
espresso dalla disequazione

p+rv <1 (3.2)

Vediamo ora di calare la ¢ in un contesto applicativo gia trattato in letteratura: ’asse
dei numeri reali rappresenti un insieme di profitti monetari che possono essere interpretati
come i risultati di investimenti di varia natura. Facciamo notare che, con la scelta appena
operata, ossia

olag,z,y) =as +px —vy, p,v>0 pw+v <l
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la nostra RF & crescente per aj, ag, ag — 00, cioé quanro richiesto dal primo caso. Per
potere interpretare in maniera chiara il significato di tale RF e dei suoi parametri associati,
iniziamo ad applicarla ad insiemi classici, per i quali & ovvio che sia la parte sinistra che
quella destra sono nulle. Pertanto si ha che A(0,0) = 0 e ¢(a2,0,0) = as, ciog, in modo
naturale, la RF associa ad un investimento ”secco” il suo unico e ben determinato valore.
Nel caso di un tringolo fuzzy di sola parte destra, quindi con z > 0,y = 0, si ha che

p(az,,0) = a3 + A(w,0) = a3 + ue,

quindi la ricchezza apportata dall’investimento rappresentato da un simile triangolo &
sicuramente maggiore della sua sola componente classica, ma sicuramente inferiore a as+z,
in quanto quest’ultimo e il pilt piccolo valore con grado di attendibilita zero. Dunque,
se dobbiamo stimare con un solo valore la possibile ricchezza apportata da un simile
investimento, & chiaro che lo esprimeremo nell’intervallo |as, as + z[ 0, equivalentemente,
con as + px.

Definiremo allora u coefficiente di propensione al rischio: ovviamente il decisore e
tanto pitt propenso a rischiare quanto piu si avvicina, nella sua stima, al valore limite
destro. Analogo discorso, simmetricamente rovesciato, si puo ripetere per investimenti
rappresentati da triangoli fuzzy con la sola parte sinistra, cioe z = 0,y > 0, per i quali

¢las,0,y) = a2 + A(0,y) = as — vy € Jas — y, az|

e definiremo v coefficiente di avversione al rischio. Infine, nel caso di un investimento
rappresentato da un triangolo fuzzy completo, cioe con z,y > 0, & facile vedere che il valore
espresso dalla RF proposta ¢ compreso tra i limiti estremi dell’intervallo [ag — y,as + 2]
si puo interpretare come la somma tra il valore centrale ( o classico) e il saldo tra apporto
positivo della parte destra e quello negativo della parte sinistra.

L’atteggiamento del decisore si determina in relazione alla scelta dei coeflicienti di
propensione e avversione al rischio: definiremo il decisore GLOBALMENTE PROPENSO
AL RISCHIO se p > v, GLOBALMENTE AVVERSO AL RISCHIO se p < v e IN-
DIFFERENTE se y = v. Tale definizione risulta di chiaro significato se analizziamo un
qualunque FTN di tipo isoscele, ossia con z = y > 0. Infatti, per un decisore globalmente
propenso al rischio, la parte destra deve prevalere su quella sinistra, il che si verifica se
e solo se u > v; per un decisore globalmente avverso al rischio, la parte sinistra deve
prevalere su quella destra, il che si verifica se e solo se u < v; per un decisore indifferente,
Papporto globale della parte destra e sinistra deve essere nullo, il che & vero se e solo
se u = v. E’ interessante notare come anche la RF proposta da Gonzalez-Vila, pur se
vettoriale, si possa scrivere nella forma da noi proposta, anche se il vincolo sui coefficienti
w e v, che nel nostro caso & di tipo debole (vedi (3.2)), & di tipo forte, ossia u+v =1 — «,
ove « & preferibilmente fissato in [0.5, 1]. Cio sta a significare che, per esempio, alla parte
destra x > 0 di un FTN non & possibile assegnare, a priori, un contributo di ricchezza
mggiore di 0.5z, quindi si privilegiano tutti quei valori il cui grado di appartenenza sia
superiore a 0.5, valore evidentemente scelto dagli autori in modo arbitrario come ”soglia
di credibilita”.



911

Nuove proposte di ordinamento

Rimane naturalmente aperta la questione delle consistenti classi di FTN indifferenti tra
loro. Innanzitutto, con la RF proposta nella sua forma piti generale, ossia ¢ = as+A(z,y),
Pinsieme delle classi di equivalenza di FTN ammette una rappresentazione geometrica
elementare, ossia la famiglia delle curve di livello della A(z,y) nel primo quadrante di R2.
Con la scelta di ¢ come in (3.1), tali curve sono un fascio di rette parallele di coefficiente
angolare nu/v ed altezza (¢ — a2)/v ed esprimono il legame che deve sussistere fra parte
destra e sinistra di tutti i FTN di valore costante ¢ € R.

Di nuovo in riferimento al metodo di Gonzalez-Vila, il loro ordine debole, atto a
sciogliere casi di FTN equivalenti, consiste sostanzialmente nel fissare due RF con coeffi-
cienti rispettivamente pq,v1 e pg,vo ,diversi tra loro, ma con losservanza che i rapporti
11/v1 = pa/ve. Dal nostro punto di vista, cio significa che per sciogliere I'indifferenza tra
due FTN adoperando la prima RF, & sufficiente usare una seconda RF in cui siano mu-
tati i coefficienti di propensione ed avversione al rischio, ma in modo che I'atteggiamento
GLOBALE del decisore rimanga lo stesso.

Accenniamo brevemente al nostro metodo di scioglimento di casi equivalenti, non sem-
pre applicabile (al contrario di quello di Gonzalez-Vila), ma pit compatibile, a nostro
giudizio, col significato della RF proposta e che potremmo definire un possibile raffina-
mento della ¢.

Poniamoci in un caso concreto: supponiamo di dover decidere tra due investimenti
di natura finanziaria ( nel qual caso interpretiamo l'asse x come l'insieme dei possibili
rendimenti) rappresentati dai FTN A, B del tipo 4 = (5,7,9) e B = (4.50, 7.50, 8.50).

Poniamoci nella situazione di decisori indifferenti ( interpretabile come momento nel
quale non ci sentiamo di rischiare ne di essere troppo prudenti) e fissiamo i coeflicienti di
propensione ed avversione ¢ = v = 0.25. Con tali ipotesi si ottiene ¢p(A) = 7, p(B) =
7, pertanto ¢(A) = ¢(B) e A ~ B. Poiche la stima del rendimento che ci puo dare
Pinvestimento A coincide con quella di B, posso ragionare nel seguente modo: quant’e, in
realta, la stima del massimo rendimento che posso ottenere da A e quanto quella del mini-
mo rendimento? Corrispondentemente, & come se trascurassi ottimisticamente la parte
sinistra di A nel primo caso, e quella destra nel secondo caso. Chiamiamo MV (4), muv(A)
rispettivamente le due stime e calcoliamoci sia MV (A4), mv(A) che MV (B), mv(B) in
modo da poterli ordinatamente confrontare tra loro: coerentemente con la scelta dei
coefficienti scelti precedentemente, otteniamo che MV (4) = 7.50, mv(A4) = 6.50, mentre
MV (B)="17.75 e mv(B) = 6.75 ed ora dovrebbe risultare chiaro che B & preferibile a A.

4. Applicazione: un problema di finanziamento.

In questa sezione, ci proponiamo di affrontare un contesto applicativo sicuramente
originale e, a quanto sappiamo, non trattato in letteratura, che chiameremo problema del
finanziamento.

Hlustriamolo con un esempio: supponiamo che un ente internazionale, quale la Banca
Mondiale, si impegni a finanziare quelle regioni, tra n disponibili in partenza, che pre-
sentino un indice di sviluppo inferiore ad una soglia fissata e ritenuta dalla Banca stessa
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come MINIMALE. Detta F = F(t) la funzione di finanziamento, con
P(1-1t/8), 0<t<S;
F()={
0, > 9,
ove P > 0 é la quota massima di finanziamento e S > 0 & la soglia minimale sotto la quale
si puo accedere ai finanziamenti stessi, classicamente, relativamente alla regione k -esima
con indice di sviluppo i, si calcola F(ix) (k= 1,...n).

Il vero problema consiste nel fatto che rappresentare il dato dell’indice di sviluppo
attraverso un numero ”secco” ( specialmente se fornito dalla regione stessa) non puo che
portare ad una forzatura dello stesso. Tale problema pud essere arginato se ”fuzzifi-
chiamo” i dati, tenendo conto di piu stime, possibilmente anche di quelle neutrali rispetto
alle regioni interessate. In tal caso, ad ogni dato 7y sostituiamo un FTN Ay a cui associamo
F(p(Ag)), ove ¢ & una fissata RF con cui "stimare” gli indici forniti dai vari FTN Ay.

In tale contesto, la soglia S rappresenta un vincolo FORTE che la natura fuzzy dei dati
non puo aggirare, ma sicuramente allargare e superare. Se, infatti, classicamente, il dato
1} coincide col solo picco della sua rappresentazione fuzzy Ay, e in quanto tale permette
il finanziamento se e solo se tale picco e minore di S, in chiave fuzzy, definiamo ug, valore
arbitrariamente scelto dalla Banca tra zero ed uno, come livello minimo di credibilita, col
seguente, preciso significato: un dato fuzzy Ay che presenti un picco a destra di S, per il
quale classicamente (come illustrato in precedenza) non vi € possibilita di accesso ai fondi,
viene stimato inferiore in senso fuzzy a S se e solo se

XA, (S) = o (4.1)

Cio significa che se anche il dato A presenta un picco superiore a S, ma S ha un grado
di attendibilita non inferiore al livello minimo di credibilita stabilito dalla Banca stessa,
ha ancora diritto ad accedere ai finanzinamenti. Nel caso in cui la RF adoperata sia della
forma (3.1), si pud dimostrare che, nelle condizioni sopra esposte, la (4.1) & equivalente a
fissare il coefliciente v ed esattamente

v=1-— ug.
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