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IL PRINCIPIO D’INDUZIONE
EURISTICA-MENTE PARLANDO @)

Sommario. In questo lavoro discutiamo, sotto forma di dialogo, uno degli aspetti pin
problematici del principio d’induzione: la formulazione dell’ipotesi da dimostrare.

SIGNORE POLEMICO (con fono aggressivo) Ma [queste formule] le ha tirate fuori cosl...
LANG No, non le ho tirate fuori «cosi», ma qualcuno, tanto tempo fa, le ha pensate «cosi».
SIGNORE POLEMICO Ah, davvero? Cosi di un tratto?
LANG No, naturalmente no, stava lavorando con la matematica, riflettendo su tante cose, €
poi si accorse che queste formule davano delle soluzioni. Arrivd a tanto, perché era un
. buon matematico e ci aveva pensato abbastanza. Una volta scoperto, questo risultato
venne usato e copiato dalle generazioni successive. Questo & cid che ho fatto anch’io, e
non rivendico altro.
Serge LANG, 1985, trad. ital. 1991, p. 39

UNO STUDENTE Come si trova questa dimostrazione?

LANG Un buon matematico, dopo qualche giorno di tentativi, sarebbe in grado di intuire il
«sia», e poi, con un po’ di algebra, dimostrare che il «sia» funziona. Ecco la differenza tra
un buon matematico e un’altra persona che non saprebbe mai trovare il «sia» ¢ tanto meno
la dimostrazione. Ecco la differenza tra il fare ricerca in matematica ed il non farla.
Questo ¢ il tipo di lavoro che fanno i matematici. Cominciano come Selim. Procedono per
tentativi e, dopo un po’, vedono che funziona e trovano la dimostrazione. Ecco la risposta

alla tua domanda.
Serge LANG, 1985, trad. ital. 1991, p. 232

Io e Sara abbiamo finito di stendere la relazione per il Consiglio di Istituto. Finalmente

possiamo rilassarci un po’ di fronte ad una tazza di te. Sara, indicando il libro che sta sul mio

tavolo da lavoro, esclama:

« Mmmh!... quel libro & uno dei classici della divulgazione matematica. »

« Si! a oltre cinquant’anni dalla sua apparizione conserva tutto il suo fascino ed ¢ ancora in
catalogo. »

« E il primo libro in cui ho visto trattare in modo elementare concetti e metodi base della
matematica. »

« Anche per me & stato cosi. Eppure contiene una affermazione che mi ha sempre lasciata
perplessa. »

« Ah si? ... e qual & questa affermazione? »

Lavoro eseguito nell’ambito delle attivita finanziate dal MURST (Progetto “Ricerche di Matematica e di
Informatica per la Didattica™).



Apro il 1ibro3 in corrispondenza del cartoncino da me posto tra le pagine e comincio a
leggere:

« Come esercizio, il lettore pud dimostrare con il principio di induzione che

n(n +1)J2

(5) 13+23+33+...+n3:[ 3

Si deve osservare che, benché il principio di induzione sia sufficiente a dimostrare la formula
(5) una volta che essa sia stata scritta, la dimostrazione non indica affatto come si sia prima
arrivati a questa formula... »

« E ovvio che qualunque sia il teorema o la proposizione da dimostrare occorre sempre aver
ben chiaro dove si vuole arrivare, » dice Sara interrompendo la mia lettura.
« D’accordo ma stai a sentire come prosegue il discorso, » rispondo riprendendo a leggere:

« ... 1n essa non interviene ’elemento creativo che si trova invece nella scelta delle possibilita da
prendersi in esame. La questione dell’origine dell’ ipotesi (5) appartiene ad un regno in cui non
possono essere date regole del tutto generali; in esso entrano in campo 1’esperimento, 1’analogia,
e I'intuizione costruttiva. »

« Anche questo ¢ ovvio, » replica Sara per nulla impressionata.

Chiudo 1l libro e cerco di spiegarmi con parole mie:

« Si, & chiaro: non esiste una regola generale ma da sempre sospetto che, per questioni
aritmetiche come quelle della formula (5), ci sia un qualche ambito o metodo che consenta
di stabilire I’ipotesi da verificare. »

A questa mia affermazione Sara, depone nel piattino la tazza di te¢ che stava degustando,

scuote un po’ la testa e poi, con tono materno, sentenzia:

« Ti conosco bene. So che sei una fervente sostenitrice del metodo euristico*. Io invece
penso che in certi casi c¢i voglia un colpo di genio e non mi interessa sapere da dove venga.
Oltre tutto 1 geni sono rari, molto rari. E cosi... E sempre stato cosi... Non puoi sempre
fare la visionaria... Ti devi rassegnare una buona volta. »

« In questo caso direi proprio di no. »

« Hai trovato il libro giusto? Qualcuno ti ha rivelato ’arcano? » chiede Sara, alquanto
sorpresa.

« Niente di tutto questo, » rispondo tranquillamente. Mi fermo per bere un sorso di t&, poi
proseguo: « Sino a poco tempo fa era solo una mia sensazione. Oggi perd ho motivi per
pensare che avevo ragione. »

« Credi o lo sai? Hai forse trovato tu questo metodo? »

« Eh... Magari! »

« E allora? »

« Il fatto € che I’altro giorno mentre usavo DERIVE mi sono resa conto che il comando
“Calcola Somma” consente di calcolare anche il termine generale di molte serie: guarda
questa stampa... » (v. la seguente tavola).

3 Cfr. Courant R. ¢ Robbins H. 1941, ediz. ital. 1998, pag. 52.
4 Cfr. ad es. Polya G. 1945, trad. ital. 1967, ed in particolare i paragrafi “Euristica” e “Ragionamento
euristico” alle pp. 124-125.
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#4: p 0.1ls Semplificazione(#3)
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c 4

#7 Zk. Serie (Utente,n)
k=1

n-(n+1)(6-n°>+9-n°+n-1) o ,
#4: 0 0.1s Semplificazione (#7)

« E vero! Hai ragione. Ci deve proprio essere un algoritmo o una tecnica per il calcolo della
ridotta n-esima di serie come queste: stento a credere che in DERIVE siano memorizzate,
una per una, questo tipo di formule. »

« E quale pud essere questo algoritmo? »

« Al momento non riesco ad immaginarlo: pero... »

« Perd cosa? »

« Possiamo provare a ricostruirlo da noi: chi fa da sé fa per tre. »

« Sarebbe bello ma non so da dove cominciare: adesso sei tu a fare la visionaria. »

Questa mia affermazione non turba minimamente Sara che, indicando il foglio che le avevo

mostrato, dice:

« Beh, qualche informazione 1’abbiamo: conosciamo la somma dei primi enne interi (cfr.
tav., riga #2), quella dei loro quadrati (cfr. fav., riga #4), quella dei loro cubi (cfr. tav., riga
#6) e persino quella delle loro quarte potenze (cfr. fav., riga #8). Mi sembra che bastino. »

Colgo la palla al balzo (come avrete capito Sara non sempre ¢ accondiscendente con le mie

debolezze) e, tracciando i vari passaggi su un bloc notes, provo a dare spazio alle mie capacita

di indagine:



« La somma <§ dei primi enne numeri naturali & facilmente intuibile: se consideriamo che
S=1+2+3+...+(n-D+n
S=n+n-D+...+3+2+1
sommando membro a membro abbiamo I’eguaglianza

2S=(1+n)+Q2+n-D+...+(n—=2+3)+(mn-1+2)+(n+1)=
n addendi

=gn+l)+(n+1)+...+(n+1)+(n+1)+(n+1):n(n+1)
n addendi

che consente di formulare “I’ipotesi”

n(n+1)
s

1+2+3+...+n=

Quest’ultima, una volta verificata per induzione, consente di stabilire che il termine
generale della successione

1,3,6,10, 15,21, ...
formata dalle somme dei primi enne numeri naturali €
n(n+1)
———
2
« Questo lo so, » dice Sara. Ma non ci da idee per affrontare gli altri casi. »
« Beh. Vediamo un altro caso. La successione dei cubi dei numeri naturali €
1,8,27,64, 125, ...
Pertanto la successione delle somme dei primi enne cubi €
1,9, 36, 100, 225, ...
essa puod essere scritta
12, 32, 6%, 10%, 152, ...

e cid, se teniamo conto del precedente risultato, consente di formulare “I’ipotesi”

n(n+ 1)}2
2

124224324 +n? :[

che & conforme al risultato di DERIVE e che possiamo verificare per induzione. »
« D’accordo, ma anche questo discorso non pud essere generalizzato € quindi non aiuta a
risolvere la questione: stavolta, per formulare I’ipotesi, ti sei basata sul risultato



precedente. » Detto cio Sara si ferma, riflette un po’ e, cominciando a scrivere a sua volta
sul bloc notes, dice: « Ad esempio la successione dei quadrati dei numeri naturali ¢

1,4,9, 16, 25, 36, ...

di conseguenza quella della somma dei primi enne quadrati €

1,5, 14, 30, 55,91, ...

ed io francamente non ci vedo nulla. »
Perfettamente conscia delle obiezioni di Sara mi estranio e, mentre mantengo la tazza sospesa
davanti alle mie labbra, ripeto tra me e me 1’ultima parte del passo letto prima:

“ La questione dell’origine dell’ ipotesi (5) appartiene ad un regno in cui non possono essere date
regole del tutto generali; in esso entrano in campo I’esperimento, I’analogia, e I’intuizione
costruttiva.”

Improvvisamente in me scatta qualcosa e quella frase, che mi sembrava una dichiarazione di
impotenza, adesso nella mia testa suona cosi:

“ La questione dell’origine dell’ipotesi appartiene ad un regno in cul entrano in campo
Pesperimento, I'analogia, e [’intuizione costruttiva.”

Sara si ¢ accorta che qualcosa mi sta frullando nel cervello e, con fare discreto, mi segue
senza intervenire ma, appena bevo un sorso di t&, mi esorta a esprimere il mio pensiero; cosa
che faccio di buon grado:

« Si, penso proprio che qualcosa si possa fare... Direi che viene fuori un procedimento un po’
macchinoso... un procedimento di cui al momento non riesco ad individuare la portata o se
preferisci t limiti di applicazione... Un procedimento abbastanza generale per stabilire
quale possa essere la somma S,(n) delle r-esime potenze dei primi enne numeri naturali. »

« Credo di intuire. Dimmi se pensiamo la stessa cosa... ». Sara si ferma, si concentra e, solo
dopo un mio cenno d’assenso, prosegue: « Diamo per scontato di sapere che

_n(n+1)

3,3 3 3 [nn+D7
Si(n)=1+2+3 +...+n—~——2————— e Sz3(n)=1"+2"+3"+...+n :[_} .»

2

« Si, diamo per scontati questi risultati che, come abbiamo visto, sono facilmente intuibili. »

« Supponiamo, tanto per fissare le idee, di voler calcolare S(n) e, per capire quali ipotesi
fare, chiediamoci: Cosa hanno in comune le formule che esprimono Si(n) ed S3(n) 7 »

« E evidente. Sono dei polinomi in n a coefficienti razionali. »

« E allora cosa pensi che si possa dire per Sp(n) ? »

« Penso che S,(n) debba essere un polinomio di grado tre. »

« E perché pensi che sia un polinomio di grado tre? »

« Penso che S3(n) sia un polinomio di grado tre proprio perché Si(n) ¢ un polinomio di
grado due ed S3(n) ¢ un polinomio di grado quattro. »

« Allora il nostro problema si trasforma in un altro problema... »

« Si, possiamo congetturare che



S,(ny=a+bn +en?+dn’

e quindi il nOStro problema si trasforma nel problema di determinare i coefficienti @, b, ¢, d
di S7(n) in modo che per

n=1,2,3,4,5,6, ..
S»(n) assuma rispettivamente 1 valori

1, 5, 14, 30, 55,91, ... »

« ... di conseguenza, se la nostra ipotesi & giusta, abbiamo pit informazioni di quante ce ne
servano per determinare a, b, ¢, d, » sentenzia Sara che, presa dall’entusiasmo, dopo aver
scritto sul bloc notes

S,()=a+b-1+c-1>+d -1’
S,(2)=a+b-2+c2*+d 2°
S,(3)=a+b-3+c3*+d -3
S,(4)=a+b-d+c-4>+d-4°

aggiunge: « ... il che vuole dire che intanto a, b, ¢, d, devono soddisfare il seguente
sistema  °

a+b-1+c-12+d 1P =1
a+b2+c2%2+d-2°=5
a+b3+c3*+d-3 =14
a+b-d+c-4%+d-4°=30

che, come vedi, & lineare di quattro equazioni nelle quattro incognite a, b, ¢, d,... »
« Se & per questo io vedo anche che

(IS LS CE
12l 22 28
1 3t 32 3}
1 4 42 4°

& il determinante di VandermondeS dei numeri 1, 2, 3, 4, che, essendo distinti, ¢ diverso da
zero. 1l che non & poco in quanto ci dice che il nostro sistema ¢ normale e quindi ammette
una ed una’sola soluzione. »

« Piano! Piano! un determinante di chi? » interviene mio figlio Luigi che, avvicinatosi in
precedenza per prendere un po’ di t&, aveva cominciato a seguire il nostro discorso.

5 Vandermonde Alexandre Theophile (1735-1796) matematico, fisico ed economista francese. Si formo
culturalmente nell’ambiente degli enciclopedisti. Fece parte della commissione per il sistema metrico
decimale.



« Un determinante di Vandermonde, » precisa Sara. « Uno dei tanti enti matematici che
hanno importanti proprieta e che, come in questo caso, saltano fuori in un modo, che solo ai
non addetti ai lavori, appare inaspettato. »

To, conoscendo la ritrosia di Luigi per i formalismi, cerco di fare capire a Sara che non ¢ il

caso di indulgere in troppi particolari, ma lei, incurante, prosegue:

« Vedi Luigi, il determinante di Vandermonde di enne numeri xi, x2, X3, ... , X, € il numero
V(x1, x2, x3, ... , x,) che si ottiene calcolando il determinante della matrice n x n

r 2 n-1
1 Xl xl e X 1
2 n—1
1 x 2 X 2 e X9
D
2 n—1
I x, x,” ... x,”7 |
« Vedo! » dice Luigi, « quello che non capisco pero, & perché V(xi, x2, x3, ... , x,) debba
essere diverso da zero se xi, X2, X3, ... , X, sono distinti tra loro. »

« Oh! ... questo non & poi tanto difficile se tieni conto del fatto che

Vx|, X0, X3,...,X,,) :H(xj —X;).»

i<j

« Capisco, capisco ... Ma capisco anche che determinare a, b, ¢, d, sara dura: anche se
applicate la regola di Cramer® dovrete calcolare quattro determinanti che, a differenza di
quello dei coefficienti del sistema, non ¢ di Vandermonde. »

To, che apprezzo molto I’interesse dimostrato da Luigi, colgo anche questa palla al volo e

riprendo il discorso:

« Forse hai ragione. Ma ricorda, per certi versi la matematica ¢ 1’arte di evitare i calcoli
inutili. Attenzione quindi: noi vogliamo risolvere il sistema per trovare S7(n) € quindi se
la risoluzione di questo sistema ti sembra pesante possiamo cercarne un altro. »

Luigi mi guarda perplesso. Sara, compiaciuta per ’atmosfera che si € venuta a creare,

cavallerescamente si mette tranquilla e mi porge penna e bloc notes. lo, schiarita la voce, do

una occhiata ai miei interlocutori e parto con un affondo:

« Avete qualcosa in contrario se pongo

*So(my=a+bn-D+cn=Dn-2)+dn-1H(n-2)(n—-3)?»

« Beh, no. In fondo sviluppando i calcoli si ottiene un polinomio di terzo grado. E ..., forse
vale anche il viceversa. Certo perd che i coefficienti a, b, ¢, d, non sono gli stessi di
prima... »

« E si, Luigi, hai perfettamente ragione, » ribatto io. « In effetti vale anche il viceversa.
Credo che c’entrino i numeri di Stirling di seconda specie’ o qualcosa di molto vicino, ma
direi che al momento possiamo evitare di approfondire il discorso. »

6 Cramer Gabriel (1704-1752) professore a Ginevra. Si occupd prevalentemente di geometria analitica.

7 Stirling James (1692-1770) matematico scozzese amico di Newton. Ha dato contributi nel campo
dell’analisi. Chi volesse informazioni sui numeri di Stirling e sui polinomi fattoriali pud consultare Spiegel
1971, trad. it. 1981, pp. 6-7.



« D’accordo mamma... Tanto & fatta, » sentenzia Luigi che, animato da un piglio inconsueto,
si impossessa della penna e dopo aver scritto sul bloc notes

S,(1) =a

S,(2)=a+b2-1)

S,(3)=a+bB-D+c(3-D3-2)

Sy(@)=a+b(d -1+ c(d—D)(4—-2)+d(4-1)(4-2)(4-3)

aggiunge: « ... il che vuole dire che in questo caso a, b, ¢, d soddisfano il seguente sistema

a = 1
a+1-b =5
a+2-b+2-¢ =14

a+3-b+6-¢c+6-d=30
dove non solo si vede che la soluzione ¢’& ed & unica, ma & anche immediato calcolarla. »
Luigi si avvia a risolvere il nuovo sistema. Dalla prima equazione ricava a = 1, sostituisce

questo valore nella seconda equazione e ricava b = 4, poi, proseguendo a “cascata”,
determinata la soluzione

del sistema, scrive
Sy(n)=1+4(n~ l)+§(n “D(n-2) +§(n ~1)(n-2)(n-3).

Noi cerchiamo di complimentarci con lui, ma Luigi mentre dice:
« Devo completare I’opera, » prosegue imperterrito a sviluppare I’espressione ottenuta e
giunge cosi a scrivere

Sy (n) = %(2;13 +3n2 +n).

Io e Sara confrontiamo questo risultato con quello fornito da DERIVE. Luigi chiede
spiegazioni e, una volta che si & reso conto della questione, esclama:
« Un altro piccolo sforzo: & un gioco da ragazzi. » Poi, riprendendo a fare i calcoli, scrive:

Sz(n):%(2n3+3n2+n)=—é—n(2n2+3n+1):—én(2n2 F2ntntl)=

:én(2n(n+1)+(n+1)):%n(n+l)(2n+l).



Ancora una volta cerchiamo di ringraziare il nostro “esperto” il quale per0, messe da parte gli
aspetti tecnici di tutta la questione, ci interroga sui fini di tutto questo calcolo. Noi gli
spieghiamo che il nostro intento era quello di trovare una espressione che consentisse di
calcolare in modo semplice la somma dei primi enne quadrati. Questa spiegazione sorprende

un po’ Luigi che dopo aver calcolato $2(4) ed S3(5) ed aver stabilito che essi sono 55 e

91, chiede:

« Si, questi valori coincidono con quelli attesi, ma, dal momento che noi abbiamo utilizzato
solo i primi quattro valori di S»2(n), come facciamo a dire che il risultato vale qualunque sia
il valore di enne? »

« Questa ¢ una bella domanda! » diciamo in coro io e Sara.

« Che esige una risposta, » puntualizza Luigi.

« La risposta sta nel cosiddetto principio d’induzione, » rispondo io, che, volendo tenere
agganciato Luigi al nostro discorso, mi limito ad aggiungere:

« Per quanto interessa qui, il principio d’induzione dice che, data una proposizione P(n) in
cui n indica un generico numero naturale: se P(n) € veraper n=1 e se per ogni n P(n)
implica P(n+1); allora P(n) ¢ vera per ogni n. »

« Questo principio € un po’ strano: apparentemente si presenta come un circolo vizioso ma,
... a ben pensarci, non & altro che un modo, ... un modo per esplicitare cosa sottintendiamo
quando concludiamo un ragionamento con “é cosi via’. »

« Beh si, » dicoio «in qualche modo € cosi: in sostanza questo ¢ uno dei cinque assiomi su
cui Peano8 ha fondato I’aritmetica. »

« Ricordo: qualche volta me ne avevi parlato. Ma torniamo al nostro discorso. » lLuigi si
concentra, ci guarda e poi parte: « In primo luogo abbiamo che la formula

S,(n) = é n(n+1)(2n+1)
¢ veraper n =1 in quanto
Sy(1)=1 e é-1~(1+1)(2-1+1):1.
In secondo luogo supposto che
S,(n) = -é—n(n +D@2n+1)

e considerato che
Sy(n+1)=8,(n)+(n+17?,

resta da verificare che

Sy(n+1)= é (n+D(n+2)(2m+ 1)+ 1). »

8 Peano Giuseppe (1858-1932). Fu uno dei grandi della matematica contemporanea.



« Eh si, » commenta Sara. Luigi confortato riprende i calcoli, di tanto in tanto si ferma per
riflettere, e via via scrive:

n(2n+1)+6(n+1) _

SZ(n+1)zén(n+l)(2n+l)+(n+1)2 —(n+1)

2
:(n+1)2n +n6+6n+6:(n+1)

2n? +4n+3n+6 _

(2n(n+2))+(3(n+2))

=(n+1) =é(n+l)(n+2)(2(n+l)+l).

« E questo chiude la questione... Ma..., » dice Luigi posando la penna sul tavolo.

« Ma cosa? » chiedo io.

« E se la verifica non fosse andata a buon fine? »

« Semplice: se la verifica non fosse andata a buon fine I’ipotesi sarebbe stata da rigettare una
volta per tutte e non ci sarebbe rimasto altro che cercare una nuova “ipotesi”. »

« D’accordo » dice Luigi, riflette un attimo e poi chiede: « Sbaglio o questo procedimento
pud essere applicato in casi analoghi? » :

« No, non shagli, » rispondo, « questo procedimento pud essere applicato, cosl come
abbiamo fatto, in tutti quei casi in cui “I’ipotesi” da assumere & un polinomio di cui si riesce
a stabilire a priori il grado. »

« Luigi, complimenti! » dice Sara: «Vedo che hai inquadrato perfettamente la questione. »
Poi con voce pill sommessa aggiunge: « Resta del tutto aperto, almeno per noi, il caso in
cui “I’ipotesi”” non & un polinomio. »

Luigi, malgrado le ansie di Sara, & visibilmente soddisfatto. Da 1’idea di aver apprezzato piu

I’escursione tra le idee ed i metodi della matematica effettuata in nostra compagnia che

‘T’averci dato una prova delle sue doti di “calcolatore” rapido ed affidabile. Lo capisco e, da

madre, mi fa male al cuore ammetterlo: a scuola si & formata 1’idea che “la matematica € un

puro strumento”, “‘un’ancella senz’anima al servizio della scienza e della tecnica” ed a nulla
sono serviti i miei discorsi per mettere in crisi questa sua convinzione. Di conseguenza,
dentro di me, io sono pill soddisfatta di lui. Vorrei approfittare di questo momento ma devo
rinviare ad una prossima occasione: mi tocca ricordargli I’appuntamento con i suoi amici.

Luigi da una occhiata all’orologio:

« Uh, & vero! » esclama rientrando nella sua realtd; si alza, ci abbraccia affettuosamente e
mentre si affretta ad uscire si volta e ci apostrofa: « Il seguito alla prossima puntata! »

« E gia... Il seguito alla prossima puntata, » ripete Sara poi, mentre con calma raccoglie le sue
cose aggiunge: « Devo ammetterlo ormai sono piu che convinta: ci deve essere una
qualche teoria, un teorema che consente di stabilire il termine generale di molte serie...
Chissa chi & quel genio, quel gigante della matematica che ce li ha regalati? »

« E no Sara. Allora & proprio inutile sperarlo: non cambi mai, » dico io. Poi riprendendo
Polya, in modo volutamente enfatico, ribatto: « Un’idea geniale risolve spesso un grande
problema, ma nella risoluzione di tutti i problemi interviene un pizzico di genialita. Puo
trattarsi di un problema modesto; tuttavia, se €sso stuzzica la nostra curiosita ed eccita le
nostre facoltad mentali e, soprattutto, se si riesce a risolverlo da soli, si scoprira I’ansia della



ricerca e la gioia della scoperta. Simili esperienze, fatte a tempo opportuno, possono
rappresentare un vero e proprio esercizio dello spirito e lasciare un’impronta nell’animo e
nel carattere per tutta la vita. »°

« Beh, in questo caso devo darti ragione: ¢ la prima volta che vedo Luigi inserirsi in una delle
nostre disquisizioni matematiche. In ogni caso ricorda: il primo che viene a sapere chi e
come ha risolto la questione informa I’altro. »10

Nota. Se, come nei casi qui trattati, “I’ipotesi” da sottoporre al vaglio del principio
d’induzione € un polinomio questo pud essere individuato direttamente mediante la formula
di Gregory-Newton!! che, per il calcolo delle differenze finite (cfr. ad es. Spiegel 1971,
trad. ital. 1981, p. 9; o piu semplicemente Gardner 1966, trad. ital. 1973, pp. 230-243, e la
bibliografia ivi riportata), rappresenta cid che la formula di Taylor!? rappresenta per il
calcolo differenziale.
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